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We study the representation behaviour of a Z-lattice L on a positive definite 
ternary quadratic space V over Q. As a new tool for this we use the Bruhat-Tits 
building of the spingroup of the completion of V at a suitable prime p. In Section 2 
we show how this can be described in an elementary way as a graph whose vertices 
are the L,-maximal lattices on V,,, and in Section 4 we let this graph induce a 
graph, whose vertices are lattices on V, which differ from L only at the prime p. In 
Section 3 we investigate which lattices from the graph defined in Section 2 have a 
given vector in common. The results are used in Sections 5 and 6 to obtain infor- 
mation on the representation behaviour of some special lattices. In Section 5 we get 
a list of lattices, which represent all numbers they represent locally everywhere; this 
list contains that given by Watson in [ 161. In Section 6 we sharpen a result of 
Jones and Pall from 161. 
EINLEITUNG 
Ein Z-Gitter L auf einem positiv definiten quadratischen Raum V der 
Dimension 3 iiber Q stellt bekanntlich nicht notwendig alle Zahlen dar, die 
von all seinen Komplettierungen dargestellt werden, und fur die Bestimmung 
der Ausnahmezahlen kennt man kein allgemeines Verfahren. Selbst die 
Endlichkeit ihrer Anzahl (unter gewissen zusiitzlichen Einschrlnkungen) ist 
nur unter Annahme einer Verallgemeinerung der Riemannschen Vermutung 
bewiesen [ 131, und der Beweis liefert such keine obere Schranke fiir diese 
Anzahl. Man ist daher nach wie vor auf Untersuchungen in Einzelfallen 
angewiesen, wobei von besonderem Interesse diejenigen Gitter sind, die alle 
Zahlen darstellen, welche sie lokal iiberall darstellen, oder, was dasselbe ist, 
welche von einem Gitter in ihrem Geschlecht dargestellt werden. Sie werden 
z.B. von Jones und Pall in [6] und von Watson in [ 161 behandelt. Hier sol1 
ein Teil der Ergebnisse aus diesen beiden Untersuchungen neu bewiesen und 
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erganzt werden, wobei wir als neues Hilfsmittel das Bruhat-Tits-Geblude 
der Spingruppe der Lokalisierung von V nach einer geeigneten Primzahl 
benutzen. In Section 2 wird gezeigt, wie man dieses in elementarer Weise als 
einen Graphen beschreiben kann, dessen Ecken die Z,-maximalen Gitter auf 
VP sind, und in Section 4 wird der so erhaltene Graph ins Globale iiber- 
tragen, indem man Gitter auf V betrachtet, die sich nur an der Stelle p 
voneinander unterscheiden. In Section 3 wird untersucht, welchen Gittern aus 
dem in Section 2 definierten Graphen ein gegebener Vektor gemeinsam ist. 
Die dort erhaltenen Ergebnisse lassen nach obertragung ins Globale 
mitunter Rtickschltisse auf das Darstellungsverhalten von L zu. Wir erhalten 
in Section 5 eine Liste von Gittern, welche alle Zahlen darstellen, die sie 
lokal iiberall darstellen; sie enthllt die von Watson in [ 161 aufgefiihrten 
Gitter, sowie eine Reihe weiterer. In Section 6 werden einige Gitter aus [6 ] 
behandelt; das dort festgestellte Darstellungsverhalten wird dabei zum Teil 
neu bewiesen und die moglichen Ausnahmezahlen werden weiter 
eingeschrankt. 
Die Arbeit ist eine Zusammenfassung meiner Dissertation [ 151, die unter 
Anleitung von Prof. M. Kneser entstand. Ihm mochte ich fur zahlreiche 
Anregungen herzlich danken. 
1. BEZEICHNUNGEN 
Fur die quadratische Form q und die zugehijrige Bilinearform B auf einem 
quadratischen Modul M gilt q(x + y) = q(x) + q(y) + B(x, y). 1st M frei mit 
Basis e, ,..., e, und n = 2m + 1 ungerade, so ist det(B(e,, ej)) = 2P,(q(ei), 
B(ei, ej)), wo P, ein Polynom mit ganzrationalen Koeftizienten in den 
Veranderlichen Xi und X, (ifj) ist; nach [IO] nennen wir die 
Quadratklasse von (-1)“’ P,(q(e,), B(ei, ej)) die Halbdiskriminante von M, 
bezeichnet mit disc(M). 1st n = 2m gerade, so bezeichnen wir mit disc(M) die 
Quadratklasse von (-1)“’ det(B(e,, ej)). Mit n(M) bezeichnen wir das von 
den q(x) (x EM) erzeugte Ideal; Z,-Maximalitlt eines Gitters heiBt 
Maximalitlt unter der Bedingung n(M) c Z,. Die tibrigen Bezeichnungen, 
die nicht erklkt werden, lehnen sich an [ 121 an. 
2. DER LOKALE GRAPH 
In diesem Abschnitt sei p eine feste Primzahl, V ein regularer 
quadratischer Raum der Dimension 3 ilber C$,. Bekanntlich [5, Satz 9.61 gibt 
es bis auf Isomorphie nur ein E,-maximales Gitter auf V, L sei ein solches. V 
sei so, da13 L ein halbregullrer quadratischer h,-Modul (im Sinne von [lo]) 
ist, d.h., fur die Halbdiskriminante disc(L) gilt disc(L) g Zz; V ist dann 
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notwendig isotrop [ 10, Satz 14.71. Fiir zwei L,-maximale Gitter L, M auf V 
ist dann (L : L n M) = (M : L n M) =p” fur ein n E N; wir konnen daher 
definieren : 
DEFINITION 1. Sind L, M HP-maximale Gitter auf I’, (L : L n 44) = 
(M:LnM)=p”, so schreiben wir d(L, M) := it. d(L,M), heiBt der 
Abstand von L und M, ist d(L, M) = 1, so heiBen L und M benachbart. 
Ahnlich wie in [8] lassen sich zwei HP-maximale Gitter auf V durch eine 
Kette zueinander benachbarter Gitter verbinden: 
LEMMA 1. (i) Ist xEp-‘L, x@L, q(x)EZ, und L,:=(yELI 
B(y, x) E ZP}, L, := L, + ZPx, so ist L, Z,-maximal und d(L, L,) = 1. 
(ii) Ist zusdtzlich x’ E p-IL, x’ 6Z L, q(x’) E Z,, und L,,, L j analog 
zu (i) deftniert, so ist L, = L j genau dann, wenn es c E P, gibt mit 
cx-x’ EL. 
(iii) Ist M ein weiteres Q,-maximales Gitter auf V und gilt zusiitzlich 
zu den Voraussetzungen uon (i) noch x E M, so ist d(L, , M) = d(L, M) - 1. 
(iv) Ist M wie in (iii), so gibt es Gitter L, = L, L ,,..., L, = M 
(n=d(L,M)) mit d(Lj,Li+,)= 1. 
Beweis. Ware B(x, L) g Z,, so ware L c L, im Widerspruch zur 
Maximalitat von L, also gilt B(x, L) =p-‘Z,, und hieraus folgt (L : L,) =p. 
Daher ist disc(L,) sp’Z,X, und da disc(L,) E Z, gilt, folgt (L, : L,) <p, 
also (L, : L,) =p, disc(L ,) c Zi. L 1 ist also L,-maximal [5, Satz 9.31, und 
wegen L, = L I? L, gilt (i). Zu (ii): 1st x’ = cx + y mit y E L, c E Zt, so ist 
y E L,, da q(x), q(x’) und q(y) in Z, liegen; also gilt x’ E L, . Weiter sieht 
man, daB fiir y’ E L wegen c E Zt gilt: B(x, y’) E H, o B(x’, y’) E Z,, also 
L,,=L,unddaherauchL;=L,.IstumgekehrtLI=L,,soistx’=y+cx 
(y E L, c E Z,,), und wegen x’ 6? L folgt c E Zf. Zu (iii): In diesem Fall ist 
MnL,=MnL,+Z,x2MnL,=MnL. Sind zi=yi+cixEMnLl 
(i = 1, 2, Ci E Z,, yi EL,),sogiltz,-zz,EMnLoc,-c,EpH,,alsoist 
(M n L, : M fT L) =p, und daraus folgt die Behauptung. (iv) folgt durch 
wiederholte Anwendung von (iii). 
LEMMA 2. Die Bezeichnungen seien wie in Lemma 1, es gelte x E M. 
(i) Istx’EL+M,so istL;=L,. 
(ii) Ist x’ & L + M, so ist d(M, L;) = d(A4, L) + 1. 
Beweis. Zu (i): Nach Lemma l(i) kann man ohne Einschriinkung 
x’ E M annehmen. Es gibt eine Basis {e , , e 2, e3} van L mit q(e,) = q(e,) = 0, 
B(e,,e,) = 1, e3 senkrecht zu e, und e2, so da13 {prel,pse2,ptej} mit 
gewissen r, s, t E Z eine Basis von A4 ist [5, Satz 9.51. Da L und M BP- 
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maximal sind, folgt t = 0, r = --s. Betrachtet man diese Basis, so sieht man: 
(Mnp-‘L :MnL) =p. Daraus folgt wegen Mnp-‘L cMnL, c 
MnL, dafl Mnp-'L=MnL, gilt, und ebenso folgt Mnp-IL= 
M n L; . Also gilt x E L I, und wegen Lemma 1 (iii) folgt L; = L , , 
Zu (ii): 1st z =y + cx’ E Mn L; (Y E L,,, c E Z,), so ist c E pL, 
und daher z E L,, f7 M, denn andernfalls ware x’ = c- ‘z - cc’y E L + M. 
Weiter gilt M n L,, # M n L. Andernfalls ware nimlich x’ E (L r‘l M)#= 
L# + M# (L# das zu L duale Gitter). Im Fall p # 2 ist dies wegen M#= M, 
L#=L [12, 82:14b] unmoglich. 1st p=2 und sind {e,,e,,e,}, 
(2’e,, 2 -‘e2, e,} (r E lN> die oben erwahnten Basen von L und M, so ist 
L#+ M”‘= z2e, + L,(2-‘e,) + z,(e,/2). Ware nun x’ = c,e, + c22-rez + 
c,e,/2 E L# + f&P (ci E ZJ, so mu&e wegen x’ & L + M gelten: c3 E Z :, 
und wegen x’ E 2 -‘L wiirde c? = 2’- ‘ci (c; E ZJ folgen; daraus ergibt sich 
aber ein Widerspruch zu 4(x’) E 2,. Es gilt also MnL,,#MnL, und 
ihnlich wie in (i) hat man MflL;=MnpL, (MnL :MflL;)=p, also 
die Behauptung. 
SATZ 1. Sei X der Graph, dessen Ecken die Z,-maximalen Gitter auf V 
sind, und in dem zwei Ecken L und M genau dann durch eine gemeinsame 
Kante verbunden sind, wenn d(L. M) = 1 gilt. 
(i) X ist ein Baum (d.h., ein zusammenhdngender Graph ohne 
Kreise), fiir zwei Ecken L, M ist d(L, M) die Ltinge des ktirzesten Weges von 
L nach M in X. 
(ii) Jede Ecke L hat genau p + 1 Nachbarn in X, diese entsprechen 
umkehrbar eindeutig den isotropen Geraden in LjpL. 
Beweis (fiir die verwendeten graphentheoretischen Begriffe siehe 
[ 1, Annexe] oder [ 14, Kap. I]). (i) folgt sofort aus Lemma 1 und Lemma 2. 
Zu (ii): Man ztihlt leicht ab, da13 es in v := L/pL (mit der modulo p 
reduzierten quadratischen Form) genau p + 1 isotrope Geraden gibt. 1st M 
zu L benachbart, x E Mnp-‘L mit M = L, $ BPx, so ist F,(px) eine 
isotrope Gerade in V, die nach Lemma l(ii) unabhgngig von der Auswahl 
von x ist, und diese Zuordnung ist (ebenfalls nach Lemma l(ii)) injektiv. 1st 
andereseits Ze v ein isotroper Vektor, z E L ein Reprasentant und z = 
c,e, + c2e2 + c3e3 (ci E Z,,) beziiglich der Basis aus dem Beweis von 
Lemma 2, so kann nicht gleichzeitig c1 EpZ, und c2 EpZ, gelten, da dann 
wegen q(z) EpZ, such c3 EpZ, ware, also Z= 0 gllte. Sei also etwa 
c2 E ;Z: und a := q(e,), z’ := (-c;‘c:a) e, + c2e2 + c3e3, so ist z -z’ EpL 
und q(z’) = 0, mit x :=p-lz’ kann man also den Nachbarn M := L, + Z,x 
von L bilden, und unter der obigen Zuordnung wird M die Gerade F,F 
zugeordnet. Die Zuordnung ist also such surjektiv, und damit ist alles 
gezeigt. 
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Bemerkung 1. In [14] untersucht Serre das Bruhat-Tits-Geblude fur 
SL,(G!,J (dort als “l’arbre de SL2” bezeichnet). Dies ist ein Graph T, dessen 
Ecken die Homothetieklassen K von Gittern K auf einem zweidimensionalen 
Vektorraum W iiber G$, sind. Nun sind bekanntlich (da V isotrop ist) die 
zweite Cliffordalgebra Ct (I’) von V und M2(QP) isomorph [5, Sect. 5.21, 
und man kann den Isomorphismus @: M2(QP) -+ Ct (V) so wahlen, dab 
M,(Z,) auf C+(L) abgebildet wird, ferner wird SL,(O$,) auf Spin(V) 
abgebildet. 1st nun K ein festes Gitter auf W und M,(GP) mit End(W) 
beziiglich einer Basis von K identifiziert, so kann man durch Q,: AK t+ 
@(A) L@(A)-’ eine Abbildung @,: 1 TJ + IX] delinieren, denn man rechnet -- 
leicht nach, da13 aus AK = BK folgt, da13 @(A) L@(A)-’ = Q(B) L@(B)-’ 
gilt. Man rechnet ebenfalls nach (fur die Einzelheiten siehe [ 15, Sect. 3]), 
da13 diese Abbildung bijektiv ist und den Abstand erhalt. Die Abbildung @ 
induziert also einen Isomorphismus des Graphen T auf den Graphen X, der 
mit den Operationen von GL,(Q,,) bzw. C’(V)” auf T bzw. X vertrlglich 
ist. Man sieht also, da13 der Graph X nichts anderes ist als das Bruhat-Tits- 
Gebaude der Spingruppe. 
Bemerkung 2. Die bisherigen Ergebnisse gelten analog, wenn man statt 
QP einen beliebigen lokalen Korper betrachtet. Man mu13 nur p an den 
richtigen Stellen durch die Ordnung d des Restklassenkorpers ersetzen; z.B. 
hat in X dann jede Ecke genau p’+ 1 Nachbarn. 
3. GEMEINSAME VEKTOREN BENACHBARTER GITTER 
Die Bezeichnungen sind wie in Section 2. Wir wollen in diesem Abschnitt 
fur y E L untersuchen, welche Nachbarn von L den Vektor y ebenfalls 
enthalten. Allgemeiner fragen wir: Welche Gestalt hat X,, wo X, der zu 
{M E IX/( y E M} gehorige volle Untergraph von X (im folgenden such der 
zu y gehorige Untergraph von X genannt) ist? 
LEMMA 3. X, ist zusammenhtingend. 
Beweis. Verbindet man zwei Gitter M, M’ E /X] nach Lemma l(iv) 
durch eine Kette Ml,..., M, zueinander benachbarter Gitter, so ist nach 
Konstruktion M f7 M’ in allen Mi enthalten. 
LEMMA 4. y E L sei ein maximaler Vektor, q(y) E pZ,. Dann gibt es 
genau einen Nachbarn L’ von L in X, der y enthlilt. Ist q(y) 4p2Z,, so sind 
L und L’ die einzigen Gitter in (XI, die y enthalten. 
Beweis. Die Nachbarn von L entsprechen nach Satz 1 den isotropen 
Geraden in v= L/pL, dabei entsprechen diejenigen Nachbarn von L, die y 
enthalten, Geraden F,,Y mit B(f,Y) = 0. Die Gerade FP-P erftillt diese 
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Bedingung offenbar. Ware X ein von 7 linear unabhangiger Vektor aus v mit 
- - 
q(x) = 0, g(Y, J) = 0, so konnte man X, u zu einer Basis von v erg&Zen und 
einen Widerspruch zur Halbregularitat von V erhalten, indem man die 
Halbdiskriminante beziiglich dieser Basis ausrechnete. 1st q(y) & p2Z,, so 
gilt diese Uberlegung fiir jedes y enthaltende Gitter aus /XI, und weil X,, 
zusammenhlngend ist, folgt die Behauptung. 
LEMMA 5. Sei y E L, q(y) E zp”, B(y, L) = 22,. 
(i) Zst (QPy)’ anisotrop, L’ E (XI mit y E L’ und B(y, L’) = 2L,, so 
ist L’ = L. 
(ii) Zst (Qr y)’ eine hyperbolische Ebene, so hat L in X genau zwei 
Nachbarn L,,L, mit yE Li, B(y,Li)=22,. 
Beweis. 1st L’ E IX] mit yE L’, B(y, L’) = 22,, so llljt y sich 
orthogonal abspalten, L’ = Z, y I M’, wo M’ ein Z,-maximales Gitter auf 
(Q, y)’ ist. Im Fall (i) gibt es nur ein Z,-maximales Gitter auf (C$ y)’ [ 12, 
91:11], im Fall (ii) sei L = Z, y 1 M und {e,, e2} eine Basis fiir M mit 
s(eJ = s(e2> = 0, B( 
(QpY>1 
e,, e,) = 1. Dann sind die L,-maximalen Gitter auf 
von der Gestalt Z,(p”e,) + z,(p-“eJ (n E TT); dies liefert fur 
n = f 1 die Nachbargitter L 1, L I. 
LEMMA 6. Sei p = 2, y E V mit q(y) =: a E Z c. Dann gilt: Es gibt 
genau dann ein Gitter ME IX/ mit y E M und B(y, M) = 2L,, wenn 
a E disc(V) oder a E 5 disc(V) gilt. 
Beweis. Erfiillt A4 die obigen Bedingungen, so kann man M = N I L, y 
mit einem H,-maximalen regularen Gitter N auf (Cl&y)’ schreiben. Hieraus 
folgt [ 12, 93:l l] disc(Q,N) = (Q:)2 oder disc(Q,N) = 5(Q,X)2, also wegen 
a disc(V) = disc(Q, N) die Notwendigkeit der Bedingung. 1st {e, , e,, e, } die 
schon friiher benutzte Basis von L, q(e,) =: b E disc(V), z = 2e, + 2be, + e3, 
so gilt q(z) =: b’ E 5 disc(V), und wegen B(z, L) = 2B, 15iBt z sich 
orthogonal abspalten, L = Z,z i K. 1st a E disc(V) bzw. a E 5 disc(V), so 
Iii& sich ohne Einschrlnkung b = a bzw. b’ = u annehmen. Wahlt man dann 
nach dem Wittschen Satz v, E O(V) mit p(e,) = y bzw. (D(Z) = y, so ist 
M := q(L) das gesuchte Gitter. 
LEMMA 7. Seip=2,yEL mitq(y)=aEZF,B(y,L)=B,.Danngibt 
es genau einen Nachbarn L’ von L in X, der y enthtilt. Fur diesen gilt 
B(y, L’) = 2H, genau dunn, wenn u E disc(V) oder a E 5 disc(V) gift. Zst 
das nicht der Fall, so sind L’ und L die einzigen Gitter in 1x1, die y 
enthalten. 
Beweis. Das orthogonale Komplement {jr}’ von jj in v = L/2L ist eine 
Hyperebene i?, die 7 enthalt, also sicher nicht regular ist. Enthielte sie zwei 
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linear unabhangige isotrope Vektoren, so miil%en diese orthogonal 
zueinander sein, und wie in Lemma 4 ergiibe sich ein Widerspruch zur 
Halbregularitlt von v. Andererseits enthiilt fi einen isotropen Vektor, denn 
-- 
ist .TE I? anisotrop, so ist q(z + 7) = 0. L hat daher genau einen Nachbarn 
L ’ in X, der y enthllt. Gilt B(y, L’) = Z,, so gilt obiges Argument such fur 
L’, und wie bei Lemma 4 folgt, dab L’ und L die einzigen Gitter in 1x1 sind, 
die y enthalten. Wegen Lemma 6 kann das fur a E disc(V) oder a E 5 
disc(V) nicht wahr sein, so darJ die Behauptung folgt. 
SATZ 2. Sei y E L mit q(y) = a &p2Z,. Dunn gilt: 
(i) Istpf2, aEZ,X, a 6Z disc(V), so besteht X, aus einem Punkt. 
(ii) Istpf2, aEZ,X, a E disc(V), so ist X, eine Gerade. 
(iii) Ist p beliebig, a E~Z,X, so besteht X, aus zwei miteinander 
verbundenen Punkten. 
(iv) Zst p = 2, a E Zc und a E 3 disc(V) oder a E 7 disc(V), so 
besteht X, aus zwei miteinander verbundenen Punkten. 
(v) Istp=2, aEZ,X, a E 5 disc(V), so besteht X,, aus vier Punkten, 
von denen einer mit den drei anderen verbunden ist. 
(vi) Ist p=2, aE .Zy, a E disc(V), so besteht X,, aus einer Geraden 
sowie zuslitzlich zu jedem Punkt der Geraden einem weiteren Punkt, der mit 
ihm verbunden ist. (Siehe Fig. 1.) 
Bemerkung 3. Fiir q(y) Ep’Z, la& sich die Gestalt von XY aus Satz 2 
ableiten, indem man sukzessiv p-‘y ,..., p - ‘y, y betrachtet (ord,(q( y)) = 2r 
oder 2r + 1). 





FIG. 1. Gestalt von X, in den F&Hen von Satz 2. 
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Bemerkung 4. Lemma 4 bis Lemma 7 zeigen speziell, dalj fur p = 2 
jeder Vektor y E L in wenigstens einem Nachbarn von L in X enthalten ist. 
Bemerkung 5. Wie in Bemerkung 2 gelten die Ergebnisse dieses 
Paragraphen such noch, wenn man 0$ durch einen lokalen Korper ersetzt 
und zusatzlich verlangt, da13 in dessen Hauptordnung o die Zahl 2 eine 
Einheit oder ein Primelement ist. Ohne diese Voraussetzung tritt der Fall 
20 c B(y, L) 5 p hinzu, der schwieriger zu behandeln ist. 
4. UBERTRAGUNG INS GLOBALE 
In diesem Paragraphen sei V ein dreidimensionaler regularer quadratischer 
Raum ilber Q. Wir wollen durch den Graphen aus Section 2 einen Graphen 
induzieren, dessen Ecken gewisse L-Gitter auf I’ sind. 
SATZ 3. Sei L ein Gitter auf V, p eine Primzahl, so dqP L, ein 
halbreguliirer quadratischer B,-Modul ist. Dann ist L, ein Z,-maximales 
Gitter auf V,, und man kann einen Graphen Z(L,p) wie folgt deflnieren: 
Die Ecken von Z(L,p) sind die Gitter M auf V aus dem Geschlecht von L 
mit M,, = L,, ftir alle Primzahlen p’ #p, zwei Ecken M und M’ werden 
genau dann durch eine Kante verbunden, wenn in dem zu VP gehorigen 
Graphen X (nach Section 2) M, und ML benachbart sind. In diesem Fall 
schreiben wir such d(M, M’,p) = 1 und nennen M und M’ benachbart. Fur 
Z(L,p) gilt genau wie fti? X: Jede Ecke hat genau p + 1 Nachbarn. Ferner 
gilt: Fur y E L, ME IZ(L,p)l ist y E M genau dann, wenn y E M, gilt. 
Bezeichnet man mit Z,(L,p) den vollen Untergraphen von Z(L,p) zu 
WE I-W P)II Y E MJ, so tibertragen sich die Ergebnisse uber X, von 
Section 3 auf Z,(L,p). 
Beweis. Dies folgt aus den bekannten Tatsachen iiber Lokalisierungen 
von Gittern. 
SATZ 4. Seien L,p wie in Satz 3:Dann enthdlt Z(L,p) Gitter aus allen 
Klassen im Spinorgeschlecht von L. Ist M in derselben Klasse wie L, so ist 
die Verteilung der Nachbarn von M auf die Klassen in gen(L) die gleiche wie 
bei L. 
Beweis. Der erste Teil folgt nach [ 10, 24.31, der zweite wegen 
d(L, K P) = d@(L), q(K), P) f’iir v, E G(V). 
SATZ 5. Seien L,p wie in Satz 3, n(L) G H, M ein Nachbar volt L in 
Z(L,p). Dann gilt: Es gibt x Ep -‘L mitx&L,q(x)EZ undM=L,+i2x 
(L, := ( y E L 1 B( y, x) E Z}). Umgekehrt fiihrt jedes solche x auf diese 
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Weise zu einem Nachbarn volt L. Die Nachbarn von L in Z(L,p) 
entsprechen den isotropen Geraden in LjpL. 
Beweis. Dies folgt aus den gleichen Eigenschaften fur den lokalen 
Graphen X aus Section 2, wenn man beachtet, da13 L dicht in L, ist. 
5. DARSTELLUNG UND Z(L,2) 
Auch in diesem Abschnitt sei T/ ein dreidimensionaler regularer 
quadratischer Raum iiber Q, der zusatzlich als positiv definit vorausgesetzt 
wird. L sei ein Gitter auf V, so da13 die Komplettierung L, ein halbregularer 
quadratischer Z,-Modul ist, ferner gelte n(L) E 77. Fur K E gen(L) bezeichne 
N(L, K, 2) die Anzahl der Nachbarn von L in Z(L, 2), die in der Klasse von 
K liegen. 
SATZ 6. Sei gen(L) = spn(L), das Geschlecht von L bestehe aus zwei 
Klassen. Dann gilt: Wird a E Z vom Geschlecht von L dargestellt und ist 
a E disc( VJ oder a E 5 disc( Vz), so wird a von L dargestellt. 
Beweis. Wegen der Halbregularitlt von L, ist a = 22rar mit ungeradem 
a’, und such a’ wird vom Geschlecht von L dargestellt; K sei ein Gitter aus 
(Z(L, 2)1 mit y E K, q(y) = a’. Wegen Lemma 6 gibt es M E JZ(L, 2)( mit 
y E M und B(y, M) c 22 ; y liegt dann in allen Nachbarn von M. Da das 
Geschlecht von L nur aus zwei Klassen besteht, ist entweder M oder einer 
seiner Nachbarn aus der Klasse von L, denn sonst gibe es in Z(L, 2) im 
Widerspruch zu Satz 4 nur Gitter einer Klasse. L stellt also a’ und damit 
erst recht a dar. 
SATZ 7. Unter den Voraussetzungen von Satz 6 bestehe das Geschlecht 
von L aus den Klassen von L und K. Dann gilt: Ist N(K, L, 2) = 3, so stellt 
L alle Zahlen dar, die von gen(L) dargestellt werden. Ist zusdtzlich 
N(L, K, 2) = 1, so stellt L alle Zahlen primitiv dar, die von gen(L) primitiv 
dargestellt werden. 
Beweis. Nach Satz 4 gibt es in (Z(L, 2)1 Gitter beider Klassen aus dem 
Geschlecht, wir kbnnen also ohne Einschrtinkung K E (Z(L, 2)1, 
d(L, K, 2) = 1 annehmen. Wird a nun (primitiv) von K dargestellt, so sei 
y E K ein (maximaler) Vektor mit q(y) = a. Nach Bemerkung 4 und Satz 3 
liegt y in wenigstens einem Nachbarn L’ von K in Z(L, 2). Da nach 
Voraussetzung N(K, L, 2) = 3 gilt, ist L’ E cls(L), L stellt also a dar. Sei 
nun zusltzlich N(L, K, 2) = 1, y maximal in K. 1st y such maximal in L’, so 
sind wir fertig, andernfalls gilt y’ := y/2 EL’; nach Voraussetzung ist 
y’ @ K. Nach den Ergebnissen von Section 3 und Satz 3 liegt y’ entweder in 
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allen Nachbarn von L’ oder in genau einem, und da y’ 6L K gilt, ist letzteres 
der Fall. Wegen N(L’, K, 2) = 1 gibt es also einen Nachbarn L” E cls(L) 
von L’ mit y’ 6 L”. Da aber y in allen Nachbarn von L’ liegt, ist y ein 
maximaler Vektor in L”. d.h., L” und damit L stellt LI primitiv dar. 
Urn den vorigen Satz besser anwenden zu konnen, stellen wir einen 
Zusammenhang zwischen den Zahlen N(L, K, 2) und den Einheitengruppen 
von L und K her. 
LEMMA 8. Sei K E lZ(L, 2)1 mit d(L, K, 2) = 1. Dunn gilt: Zst #O(L) # 
#O(K), so ist N(L, K, 2) = (O(L) : O(L) f’ O(K)). 
Beweis. 1st cp E O(L), so ist d(L, p(K), 2) = d(L, K, 2) = 1, und die 
Anzahl der Nachbarn K’ von L, fiir die es ein (D E O(L) gibt mit v(K) = K’ 
ist (O(L) : O(L) n O(K)). Ferner gilt: 1st w E O(V), so gibt es q E O(L) mit 
y/(K) = q(K) genau dann, wenn ty E O(L) O(K) gilt. 1st N(L, K, 2) # (O(L) : 
O(L) n O(K)), so gibt es also y E O(V), ty @ O(L) O(K), so da(J y/(K) ein 
Nachbar von L in Z(L, 2) ist. Dann ist y-‘(L) ein Nachbar von K in 
Z(L, 2), v/-l 8: O(K) O(L), also N(K, L, 2) # (O(K) : O(L) C-I O(K)). Wir 
kijnnen daher ohne Einschrankung #O(L) > #O(K) annehmen, indem wir, 
‘falls notig, L und K vertauschen. Da nach dem eingangs gesagten (O(L) : 
O(L) n O(K)) jedenfalls nicht gr613er als die Anzahl der Nachbarn von L 
sein kann, kann dieser Index nur die Werte 1, 2, 3 annehmen. 1st er gleich 3, 
so ist offenbar N(L, K, 2) = (O(L) : O(L) n O(K)) = 3. Sei nun (O(L) : 
O(L) n O(K)) = 2. Dann mu13 wegen der Voraussetzung #O(L) > #O(K) 
gelten: O(K) = O(L) n O(K), also O(K) E O(L). Ware nun N(L, K, 2) > 2, 
so gabe es ly E O(V) mit ye 6! O(L), y(K) E IZ(L, 2)[, d(L, y(K), 2) = 1. Sei 
t E O(L), r @ O(K), p E O(L) beliebig, dann ist z(K) ein von K und y(K) 
verschiedener Nachbar von L in Z(L, 2), und py(K) ist ebenfalls ein 
Nachbar von L. Ware py/(K) = K oder py(K) = z(K), so wiirde y E O(L) 
folgen, also mul3 ply(K) = y(K) fur alle p E O(L) gelten. Das ist aber wegen 
#O(L) > #O(K) = #O(y(K)) unmoglich, die Annahme N(L, K, 2) > 2 fiihrt 
also auf einen Widerspruch. 
Im folgenden bezeichnen wir mit (a,,/2, a,,/2, a,,/2, az3, a,3, a,,) ein 
Gitter mit der Matrix (aij). 
KOROLLAR 1. Das Gitter (1, 1, 3, 1, 0,O) mit der Halbdiskriminante 
-11 stellt alle Zahlen dar, die von seinem Geschlecht dargestellt werden. 
Jedes Gitter aus Tabelle I stellt alle Zahlen primitiv dar, die von seinem 
Geschlecht primitiv dargestellt werden. 
Beweis. Alle aufgefiihrten Gitter liegen nach den Tabellen von Brandt 
und Intrau [ 31 in zweiklassigen Geschlechtern. Da aurjer den Gittern Nr. 7, 
8, 13, 14 aus obiger Tabelle fur alle aufgefiihrten Gitter die 
Halbdiskriminante keinen Primteiler in dritter Potenz enthalt, folgt nach 
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TABELLE I 









(1,2.3,2,0, 1) -17 
(1,2,3,0,0, 1) -21 
(1.3,4,0, 1,O) -45 
(1,3,6,3,&O) -63 
(1>4,5,0,0,1) -75 
(1,3, 12,3,0,0) -135 
(2,2,9.0,0,1) -135 
(1,2,21,0,0, 1) -147 
(2,2, l&0,0, 1) -225 
(3,5,6, 1,233) -289 
(3,6,7,0,0,3) -44 1 
(1,4,45.0,0, 1) -675 
(5,6,6,3,0,0) -675 
Satz 5 aus [7], da13 in diesen Fallen Spinorgeschlecht und Geschlecht zusam- 
menfallen. Fur die Gitter Nr. 7, 8, 13, 14 mu13 man nach [7] und [4] die 
Spinornormen der lokalen Einheitengruppen bestimmen und anschlieBend 
mit Satz 2 aus [7] die Anzahl der Spinorgeschlechter im Geschlecht 
berechnen. Dies sol1 hier nicht im einzelnen durchgefiihrt werden; es ergibt 
sich in allen Fallen, dal3 Geschlecht und Spinorgeschlecht zusammenfallen. 
Fur alle aufgefiihrten Gitter ist ferner die Komplettierung an der Stelle 2 ein 
halbregularer quadratischer Z,-Modul. Sei nun L das jeweils behandelte 
Gitter, K ein Reprasentant der anderen Klasse in gen(L). Dann ist nach [3] 
im ersten Fall 2 #O(K) = 3 #O(L), in den Fallen aus Tabelle I ist #O(K) = 
3 #O(L). Nach Lemma 8 folgt in allen Fallen N(K, L, 2) = 3, in allen Fallen 
aus Tabelle I folgt zusatzlich N(L, K, 2) = 1. Nach Satz 7 folgt die 
Behauptung. 
Bemerkung 6. Das Resultat von Korollar 1 ist fur (1, 1, 3, LO, 0) und 
die ersten drei Formen aus Tabelle I auf anderem Wege schon von Watson in 
[ 161 bewiesen worden. Dort wird sogar gezeigt, da13 dies bei quadratfreier 
Halbdiskriminante die einzigen positiv definiten tern&en Gitter mit der 
angegebenen Eigenschaft sind. Tabelle I enthllt alle positiv detiniten ternaren 
Gitter der Halbdiskriminante > -1000, fur die der Beweis von Korollar 1 
moglich ist. Berechnet man fur kleinere Halbdiskriminanten die Ordnungen 
der Einheitengruppen (etwa nach [2]), so lassen sich auf die gleiche Weise 
moglicherweise weitere Beispiele gewinnen. Deren Anzahl ist jedoch 
notwendig endlich, da der Beweis von Korollar 1 davon abhlngt, da13 es nur 
zwei Klassen im Geschlecht des Gitters gibt, nach [ 111 und [ 91 aber aus der 
Siegelschen Maljformel folgt, darj es zu gegebenem Rang und gegebener 
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Anzahl der Klassen im Geschlecht stets nur endlich viele Klassen positiv 
definiter Gitter gibt. 
6. DARSTELLUNG UND z(L,p)~ti~ pf2 
Als Beispiel fur die Anwendung des Graphen Z(L,p) such fur p # 2 bei 
der Untersuchung des Darstellungsverhaltens betrachten wir die Geschlechter 
der Gitter (I, 2,32,0,0,0) und (1,8,32,0,0,0), beweisen das in [6] fur sie 
hergeleitete Darstellungsverhalten neu und verschlrfen die dortigen Aussagen 
noch. Hierfi.ir untersuchen wir zunachst das Gitter L z (1,32, 32,0,0,0), 
das in beiden Gittern als Untergitter enthalten ist. 
LEMMA 9. Das Gitter L % (1, 32,32,0,0,0) liegt in einem Geschlecht, 
das aus zwei Spinorgeschlechtern besteht. Die Klassen dieses Geschlechts 
sind L, K g (4, 17, 17, 2,4,4) und M g (4, 9,32,0,0,4), dabei bilden L und 
K das eine, M das andere Spinorgeschlecht. Alle Zahlen, die vom Geschlecht 
von L, aber nicht von allen Spinorgeschlechtern in diesem Geschlecht 
dargestellt werden, sind Quadrate ganzer Zahlen. 
Beweis. Aus Platzgrtinden wird hier auf den (rechnerischen) Beweis 
(siehe [ 15, Sect. 71) verzichtet. 
KOROLLAR 2. Die Gitter L’ % (1,2,32,0,0,0) und L” z 
(1,8,32,0,0,0) stellen alle Zahlen dar, die von dem jeweiligen Geschlecht 
dargestellt werden. 
Beweis. Unter Ausnutzung von Lemma 9 erhllt man dies mit etwas 
Rechnung, siehe [ 15, Sect. 71 sowie [6]. 
SATZ 8. (i) Das Geschlecht von L’ E (1,2,32,0,0,0) besteht aus den 
Klassen von L’ und M’ z (2,4,9,4,0,0). M’ stellt alle Zahlen dar, die vom 
Geschlecht dargestellt werden, auJer 1 und einigen Zahlen, die kongruent zu 
3 module 8, zu 0 oder 1 module 3 und zu 0, 2 oder 3 module 5 sind und 
keinen Primteiler quadratisch enthalten. 
(ii) Das Geschlecht von L” z (1,8,32,0,0,0) besteht aus den 
Klassen von L” und M” z (4, 8, 9,0,4,0). M” stellt alle Zahlen dar, die 
vom Geschlecht dargestellt werden, auger der Zahl 1. 
Beweis. Fiir die jeweils erste Aussage von (i) und (ii) siehe [3, 61. Da13 
M’ und M” die Zahl 1 nicht darstellen, ist offensichtlich, Rechnung zeigt 
ferner, da13 M’ die Zahlen 3, 43, 163 und 907 nicht darstellt [6, S. 181j; 
Berechnung mit einem elektronischen Computer ergab, da13 dies die einzigen 
Ausnahmezahlen unterhalb 1 Million sind. Ob M’ weitere Zahlen nicht 
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darstellt, die obigen Bedingungen geniigen, ist nicht bekannt. M’ bzw. M” 
stellt lokal wie global die gleichen geraden Zahlen dar wie (2,4, 36,8,0,0) 
bzw. (4,8,36,0,8,0); diese Gitter liegen in einklassigen Geschlechtern [3], 
stellen also alle Zahlen dar, die sie lokal iiberall darstellen, fur gerade Zahlen 
folgt also die Behauptung. Aus Lemma 9 folgt, da8 das Untergitter Mr 
(439,329 0,4,0> von M’ und M” alle ganzen Zahlen darstellt, die kongruent 
zu 1 modulo 8 und keine Quadrate sind, dies gilt also erst recht fur M’ und 
M”. Wenn wir jetzt noch zeigen, da13 M’ und M” alle Zahlen darstellen, die 
vom jeweiligen Geschlecht dargestellt werden und von wenigstens einer 
Primzahl quadratisch geteilt werden, so sind wir bis auf die Aussagen iiber 
das Verhalten modulo 3 und modulo 5 fertig (diese treten fur M” nicht auf, 
da die Komplettierung My nur Zahlen darstellt, die kongruent zu 1 modulo 8 
sind). Sei also etwa a E q(gen(M’)) (die Aussage fiir M” folgt genauso), p 
ungerade mit p2 1 a. Wir kiinnen Z(M’,p) betrachten, und da gen(M’) nur 
zwei Klassen enthalt, konnen wir ohne Einschrlnkung d(L’, M’,p) = 1 
annehmen, also pL’ c M’. Da such a/p’ von allen Komplettierungen von M’ 
dargestellt wird, gilt a/p’ E q(L’) oder a/p’ E q(W), in jedem Fall folgt 
aEq(M’). Zum SchluD sei a Eq(gen(M’)), a- 2mod 3, yE L’ mit 
q(y) = a. Die Gitter in Z(L’, 3), die y enthalten, bilden wegen Lemma 5(i) 
eine Gerade in Z(L’, 3), die nur durch Gitter aus der Klasse von L’ verliiuft, 
falls a @ q(M’) gilt. 1st (e’,O’, ei”, e3} eine Basis von L’, bezuglich der L’ die 
angegebene Matrix hat, so rechnet man nach, dal3 die einzige Gerade durch 
L’ in Z(L’, 3), die nur durch Gitter aus der Klasse von L’ geht, von den 
Gittern 
mit 
L(“) = Ze’“’ + Zey’ + Ze 1 3 (nEB) 
3eI”‘=e:“-“-2e:“-l’=e:“+“+ 2e:“+l’, 
3e:“’ = 4e:“-” + ey) = -4ey+l) + eyt I) 
gebildet wird. Setzt man daher y = cy’ey’ + cy)ey) + c3 e, (cl”), cy), c3 E Z), 
so erhllt man hieraus 
3@+ 1) = $) - 4$‘, 3cy’ = 2p + $', 
3c(“- 1) 
1 = CI") + 4c:“‘, 3$- 1) = -2c:“’ + ,yy 
Hieraus folgt durch Induktion nach r, da8 cy) 3 CT) = 0 mod 3’ fur alle 
r E N, n E Z gilt, also c, (“) = c?) = 0 ist (n E Z). Es gilt also a = 32c:, eine 
solche Zahl wird aber von M’ offensichtlich dargestellt. Die Behauptung fur 
a = f 1 mod 5 folgt auf die gleiche Weise durch Untersuchung von Z(L’, 5). 
Bemerkung 1. Eventuell llrjt sich das Ergebnis durch Betrachtung 
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weiterer Primstellen noch verschlrfen, doch wiichst hierbei der 
Rechenaufwand erheblich an. 
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